UN 3-POLYGEM DE COHOMOLOGIE MODULO 2 

NILPOTENTE 

DONGHUA JIANG 



Resume. En 1983, C. McGibbon et J. Neisendorfer [H] ont 
demontre une conjecture de J. -P. Serre |12) montrant qu'un com- 
plexe fini 1-connexe de cohomologie modulo 2 non-triviale a de la 
2-torsion dans une infinite de groupes d'homotopie. En 1985, une 
autre preuve a ete donnee par J. Lanncs ct L. Schwartz 0. Ce 
resultat a suggere une conjecture plus generale : si la cohomologie 
modulo 2 reduite d'un polyGEM 1-connexe quelconque est de type 
fini et si elle n'est pas reduite a {0}, alors elle contient au moins un 
element non nilpotent. Les resultats de Y. Felix, S. Halperin, J.-M. 
Lemaire et J.-C. Thomas |2| en 1987, de J. Lannes et L. Schwartz 
[S] en 1988, et de J. Grodal [S] en 1996 la soutenaient. 
Dans cet article, on construit un contre-exemple. 



1. Introduction 

Par convention dans cet article, la cohomologie modulo 2, i.e., sur 
le corps F2 sera notee H*X, et la cohomologie reduite modulo 2 sera 
notee H*X. J. -P. Serre a demontre en 1953 le theoreme suivant : 

Theoreme 1. (Serre, ^21) Soit X un espace simplement connexe de 
type fini en 2. On suppose que : 

- la cohomologie H*X est non triviale ; 

- les groupes H"X sont nuls pour tout n assez grand. 

Alors, pour une infinite d'entiers n, la multiplication par 2 du groupe 
TT^X dans lui-meme n'est pas un isomorphisme. □ 

Convention. On dira qu'un espace X est de type fini en 2, si sa 

cohomologie (modulo 2) est de dimension finie en chaque degre. 

Tons les espaces que Ton considerera auront cette propriete. 

Serre conjecturait que sous les hypotheses du theoreme, il existe une 
infinite d'entiers n tels que le groupe 7r„X contient un element non 
trivial d'ordre 2. 
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Cette conjecture a ete demontree par C. McGibbon et J. Neisendorfer 
[D] en 1983, puis une autre preuve a ete donnee par J. Lannes et L. 
Schwartz [7j en 1985. Depuis, plusieurs generalisations du theoreme de 
Serre ont ete donnees par Y. Felix, S. Halperin, J.-M. Lemaire et J.-C. 
Thomas |lj en 1987, et par J. Lannes et L. Schwartz [S| en 1988. Avant 
de donner ces enonces, rappelons quelques definitions. 

Definition 1. On dira qu'un espace possede une tour de Postnikov 
finie en p = 2 si la multiplication par 2 du groupe tt^X dans lui-meme 
est un isomorphisme pour tout n assez grand. 

Definition 2. L'ensemble des polyGEMs ou systemes de Post- 
nikov (resp. polyGEMs stables) est defini recursivement comme 
suit : 

- les 1— polyGEMs sont les espaces 

J]^ K(ki,m,m), 

l<i<j„,meN 

oil kj^m £ ^/2', / = 1, 2, ■ ■ ■ , oo} et £ N pour tout m > 1, 
les 1— polyGEMs sont tons stables; 

- les n— polyGEMs (resp. les n— polyGEMs stables, qui sont des H- 
espaces) sont obtenus comme fibres homotopiques d'une applica- 
tion f : E ^ B telle que E est un [n — 1)— polyGEM (resp. 
{n — 1)— polyGEM stable) et que B est un 1— polyGEM (dans le 
cas stable, / est un morphisme de H-espaces). 

Remarques. 1. Dans la suite, on dira "polyGEM" pour "A;— polyGEM" 
s'il n'y a pas lieu de specifier I'entier k. 

2. La definition ci-dessus n'est pas la plus generale (voir (3j), on 
pourrait definir un 1— polyGEM par la condition que c'est un produit 
(infini) d'espaces d'Eilenberg-MacLane K(G„,n), n = 1,2, Puis 
proceder iterativement comme plus haut, modulo quelques hypotheses 
tout polyGEM est homotopiquement equivalent a 2-completion pres a 
un de ceux dans la definition |21 

On a : 

Theoreme 2. (Lannes et Schwartz, 0, 0.1) Soit X un espace simple- 
ment connexe de type fini en 2. On suppose que : 

- la cohomologie H*X est non triviale ; 

- la cohomologie H*X est nilpotente {i.e., tout element de H*X est 
nilpotent). 

Alors, pour une infinite d'entiers n, la multiplication par 2 du groupe 
vr^X dans lui-meme n'est pas un isomorphisme. Autrement dit, X n'a 
pas de tour de Postnikov finie en p = 2. □ 
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Remarque. Si on suppose, dans la definition des polyGEMs, que les 
ijn sont egaux a zero des que m est assez grand, on obtient des es- 
paces que I'on appellera les polyGEMs finis (en p = 2), ce sont des 
espaces dont la tour de Postnikov est finie en 2. Alors le theoreme |21 
est equivalent a dire que la cohomologie reduite des polyGEMs finis 
simplement connexes est soit triviale, soit non nilpotente. 

On a aussi : 

Theoreme 3. (Felix, Halperin, Lemaire et Thomas, |4j, 5.1) Soit X 
un espace simplement connexe de type fini en 2. On suppose que : 

- la cohomologie H*X est non triviale ; 

- catX est fini {i.e., X possede un recouvrement fini par des espaces 
contractiles et on note par caXX le nombre minimum d' espaces 
pour un tel recouvrement). 

Alors, X n'est pas un polyGEM. □ 

De plus, d'apres J. Grodal : 

Theoreme 4. (Grodal, ^^J, 6.5) Soit X un polyGEM simplement con- 
nexe de type fini en 2. Si la cohomologie H*X est non triviale, alors elle 
n'est pas localement finie en tant que module sur I'algebre de Steenrod. 

□ 

Voici quelques precisions sur cet enonce. 

- Un module est localement fini si et seulement si le sous- 
module sur I'algebre de Steenrod engendre par tout element est 
fini. 

- Si un module n'est pas nilpotent, il n'est pas localement fini 
non plus. Au contraire, un ^2~module qui n'est pas localement fini 
pent etre nilpotent, voir par exemple la ^2~algebre £{n) definie 
dans la prochaine section. 

Dans son article [S], Grodal propose : 

Conjecture 1. (Grodal, 3], 6.1) La cohomologie reduite des 
polyGEMs simplement connexes de type fini en 2 est soit triviale, soit 
non nilpotente. 

Cette conjecture semble raisonnable, etant donnes les resultats 
precedents. Mais si cet enonce est faux, en particulier pour les 
polyGEMs stables, alors il existe un polyGEM stable X dont la co- 
homologie H*X est non triviale et nilpotente. Le theoreme |21 dit que 
pour une infinite d'entiers n, la multiplication par 2 du groupe 7r„X 
dans lui-meme n'est pas un isomorphisme, et le theoreme El dit que 
catX = +00, enfin celui de HI affirme que la cohomologie n'est pas 
localement finie. 
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L'objectif de cet article est de donner un contre-exemple a cette con- 
jecture. Etant donne un entier / > 2, on va construire un 3— polyGEM 
stable (2/ — 1)— connexe X dont la cohomologie H*X est non triviale 
et nilpotente. 

Le plan de cet article est la suivante : la section 2 contient des 
preliminaires, i.e., des travaux de J. Milgram et de L. Smith. On con- 
struit les espaces X„ dans la section 3 dont la "limite" est le contre- 
exemple cherche. En revanche dans la derniere section, on montre que 
la conjecture^est vraie pour les 2— polyGEMs stables simplement con- 
nexes. 

2. Preliminaires 

Cette section rappelle des travaux de J. Milgram et de L. Smith. Le 
travail de Milgram donne la structure de la cohomologie d'un certain 
2— polyGEM en tant qu'algebre de Hopf, avec des informations sur la 
structure de module instable. Celui de Smith donne essentiellement la 
structure d'algebre, a filtration pres, pour tous les polyGEMs stables. 

Rappelons que : 

- le module F(n) est le module instable libre sur I'algebre de Steen- 
rod engendre par un generateur t„ de degre n, une base sur le 
corps F2, a suspension n-ieme pres, est donnee par I'ensemble des 
operations de Steenrod d'exces inferieur ou egal a n ; 

- I'operation Sqo est definie sur un module instable M par SqqX = 
S'g'^'x pour tout x G M. En particulier, I'ensemble SqqM est un 
sous-module instable de M : 

SqoM = {Sqox \ x e M} 

et SqoF{n) s'identifie au F2— espace vectoriel gradue engendre par 
les Sqhn, ex(/) = n ; 

et le foncteur U de Steenrod-Epstein est le foncteur qui 
associe a tout module instable M I'algebre (instable) enveloppante 

U(M) = S*{M)/{SqoX -x^,xeM), 

oh, x"^ designe le carre dans I'algebre symetrique. C'est I'adjoint 
a gauche du foncteur oubli de la categoric des algebres instables 
vers celle des modules instables, U(M) est une algebre de Hopf 
primitivement engendree ^T] ; 

- la cohomologie H*(K(F2,n)) est isomorphe a U(F(n)) en tant 
qu'algebre de Hopf. Comme algebre polynomiale sur le corps F2 elle 
est engendree par les classes Sqhn avec / suite admissible d'exces 
< n. 
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Definition 3. (Milgram, ^2], 1.1.1) Soit En la fibre homotopique de 
I'application K(F2, n) — >• K(F2, 2n) qui correspond au cup-carre de la 
classe (primitive) t„ G H"'(K(F2, n)). L'espace En est un 2— polyGEM 
stable et done un H-espace, H*£'„ est une algebre de Hopf. 

Remarque. Comme remarque par F. Cohen ces espaces etaient 
d'abord etudies par L. Kristensen [Hj, et puis par E.H. Brown et F.P. 
Peterson jpy lorsqu'ils calculaient les cup-produits en bas degre qui 
permettent de construire des operations cohomologiques instables sec- 
ondaires detectant le produit de Whitehead (sur les spheres de dimen- 
sion differente de 2^ — 1). 

Convention. On appellera l'espace En un espace de Milgram dans 
la suite. 

Notations. 1. t„ designera un element de degre n tel que, pour toute 
suite admissible / d'exces < n les elements Sq^n sont lineairement 
independants, et que = 0. Le .A2— module engendre est done le quo- 
tient F{n)/SqoF{n). 

2. A designera generiquement un ^2~generateur primitif (d'une 
.A2— algebre de Hopf) ; r designera generiquement un ^2— generateur 
non primitif (d'une ^2— algebre de Hopf). 

Par definition I'algebre instable S{n) est U(F(n)/5'goF(n)). En tant 
qu'algebre c'est I'algebre exterieure engendree par les Sq^ln, I suite 
admissible d'exces strictement inferieur a n. 

Soit X2„_i le sous-module de F(2?t, — 1) engendre par les Sq^L2n-i on 
K = {ki, - ■ ■ ,kr) est une suite admissible (d'exces strictement inferieur 
a 2n) telle qu'il existe un ki impair, 1 < i < r. Par definition V{n) = 
U(X2n-i). Notons que t2n-i n'est pas dans l2n-i- 

Le theoreme de Milgram dit que la cohomologie (modulo 2) de En 
est isomorphe a S{n) ®V{n) en tant qu'algebre. II precise la diagonale. 

Theoreme 5. (Milgram, JU], 1.2.1, 1.3.3) On a un isomorphisme 
d'algebres 

WEn = S{n)®V{n). 

- pour n pair, en tant que ^2— algebre, H*_E„ possede les generateurs 

Ti, A2, ■ ■ ■ , Afc dont in, A2, ■ ■ ■ , Afc sont primitifs et 

A(ri) =Ti®l+ln®in + ^®Ti] 

- pour n impair, en tant que ^2— algebre, H*i?„ possede les 
generateurs Ai, r2, dont 6„, Ai sont primitifs et pour 
z = 2, ■ ■ ■ , fc, 

A(ri) =Ti®l + Sq^^~'-hn ® Sq'^^~'-hn + 1 ® r,. 
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Ou, k est Tunique entier tel que 2^ ^ < n < 2^^, et |rj| = |Ai| = 
2(n + 2^-i - 1), V i = 1,- ■■ □ 

Remarques. 1. Les In-, et Xj, i, j = 1, ■ ■ ■ ,k, sont primitifs. 

2. Dans le meme papier, Milgram donne la structure de module sur 
I'algebre de Steenrod pour un autre systeme de generateurs, equivalent 
a celui dans I'enonce. Et il precise le lien entre ces deux systemes de 
generateurs. 

On rappelle maintenant les travaux de Smith ^3] • En fait le resultat 
de Milgram se deduit pour partie au moins de ceux-ci. Plus precisement, 
on va calculer, a I'aide de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore, la coho- 
mologie de la fibre F associee a une fibration n : E ^ B, on B est un 
1-polyGEM 1-connexe et E est un H-espace. On a un carre cartesien : 

F > * 

(1) 

E B 

Comme dans [12], on suppose que vr est un morphisme de H-espaces 
pour les structures de H-espace de E et de B, et que }l*E est une 
algebre de Hopf co commutative. On remarque que par ces hypotheses, 
ker(7r*) est un ideal de Hopf dans }i*B. 

Notation. {E^, dr} designera la suite spectrale d'Eilenberg-Moore as- 
sociee au carre cartesien ((TJ verifiant les hypotheses dans le paragraphe 
precedent. 

Theoreme 6. (Smith, ^T^, 1.5) Soient F, A deux algebres de Hopf 
cocommutatives et soit y9 : F — > A un morphisme d'algebres de Hopf. 
Soit A = sub-ker((y9), la sous-algebre de Hopf de F qui engendre ker 
Alors il y a un isomorphisme d'algebres de Hopf : 

Torr(A, F2) = A/ /if (g) Toia{¥2, ¥2). 

□ 

Corollaire 1. (cf. [13 , 2.1) On a un isomorphisme d'algebres : 
E2 = H*E//im(7r*) ® Tor,V,,,(^.)(F2,F2). 

Demonstration. Par hypothese, vr* est un morphisme d'algebres de 
Hopf et ii*E est une algebre de Hopf cocommutative. D'autre part, 
le calcul de Serre (voir [T2j) dit que H*5 est une algebre de Hopf 
cocommutative. Done, on pent etablir le resultat d'apres le theoreme 

E □ 

Proposition 1. (cf. [H], 2.2) E2 = Eoo. 
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Demonstration. Le calcul de Serre (voir ^2]) dit que H.*B = P[V], i.e., 
une algebre polynomiale en certain espace vectoriel gradue V. Comme 
sub-ker(7r*) est une sous-^2-algebre de Hopf de P[V^], le theoreme 
de Borel (voir 7.11) sur la structure des algebres de Hopf sur 
le corps F2 dit que c'est aussi une algebre polynomiale, i.e., sub- 
ker(7r*) = P[xi, ■ ■ ■ ■ ■ ■]. Plus precisement elle s'identifie a U(P), 
oil P est le sous-module instable des elements primitifs de la sous- 
algebre de Hopf sub-ker(7r*). 

A I'aide du complexe de Koszul, on obtient : 

Tortj(p)(F2,F2) = E[(P/Sgo(P))]. 

Soit, comme espace vectoriel gradue, la base Ui, z G /, du module 
instable P/Sqo{P) qui correspond a la base monomiale des de P. En 
tant qu'algebre, on a avec un petit abus de notation : 

E2 = H*E//im(7r*)®E[ui,-- - ,«„,■■■]. 

Dans ces formules E[- ■ ■] designe I'algebre exterieure, soit sur I'espace 
vectoriel gradue P/Sqo{P) en degre coliomologique —1, soit sur les 
generateurs Ui en bi degre (—1, 

Done E2 est une algebre engendree par 

Or la differentielle dr agit comme une derivation, et pour p = on 
1, r > 2, on a 

dr : E-P'* E-P+'''* = 0. 
Done pour des raisons de degre, rf^ = 0, V r > 2 et E2 = Eqo. □ 

Etant donnee une fibration tt : E B de fibre F, la coho- 
mologie H.*F a une filtration decroissante par des modules instables 
Fs = Fs(H*F), s < et Fo est I'image de H*E. De plus le produit 
envoie Fs (S> Ft vers -Fs+t, I'objet gradue associe GrH*F a done une 
structure d'algebre et de module instable et : 

Corollaire 2. Etant donnee une fibration tc : E —>■ B de fibre F, 011 
B est un 1-polyGEM 1-connexe, vr est un morphisme de H-espaces et 
H.*E est une algebre de Hopf co commutative. On a un isomorphisme 
de ^2— algebres graduees : 

Gr H*F = H*E//im(7r*) O E[uu ■■■,«„,■■■]. 

□ 

Remarques. 1. Dans la formule ci-dessus le degre de Ui consideree 
comme classe dans Gr H*F est \xi\ — 1. 

2. Ce corollaire resulte du corollaire ^et de la proposition ^ En effet, 
on utilise I'idee de Smith (voir J^, §2). 
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3. Un moment de reflexion montre que ceci restitue le resultat de 
Milgram pour la partie multiplicative. 

Precisons un peu le resultat, en tant que module instable on a : 
Done dans notre cas : 
et 

= H*E//im(7r*) ® E,, 

oil Ei est la z-eme puissance exterieure de T,^^P/ Sqo{P), done est en- 
gendree par les monomes Ua^ ■ ■ - Uai- 

Exemple 1. Pour mieux comprendre que le morphisme dans le corol- 
laire |21 n'est pas un isomorphisme d'algebres en general, on etudie la 
fibration 

F > E B 

avec B = K(F2, 2), E = PB ^ * et F = QB ^ BF2. Comme H*^ = 
{0} et ker(7r*) = WB est une algebre de Hopf, on a done 

sub-ker(7r*) = ker(7r*) 
= R*B 

= P[Sq^'-' ■■ ■Sq^Sqh2, 1 = 0, !,■■■] 

et 

H*E//im(7r*) ® E[ui, • ■ ■ , m„, ■ ■ ■ ] ^ 

E[S-i{^g''"' ■ ■ ■ Sq^Sqh2, 2 = 0, 1, ■ ■ ■ }] 

est une algebre exterieure (graduee). Or H*F = ¥2[li] est une algebre 
polynomiale, le morphisme en question n'est done pas un isomorphisme 
d'algebres. 

Avant de terminer cette section on enonce un lemme qui sera utile 
dans la suite. II donne des informations sur les generateurs polynomiaux 
de la cohomologie de la fibre F d'une application de H-espaces n : 
E ^ B, oil B est un 1— polyGEM 1— connexe. La cohomologie de E 
est supposee co commutative. 

Lemme 1. Supposons que le noyau de vr*, en tant qu'algebre de Hopf, 
soit engendre par des cup-carres. Alors pour tout element non-nilpotent 
X de H*F, il existe un entier positif k tel que Sq^i^x) soit dans I'image 
de H*E. 
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Demonstration. Soit, comme plus haut, P I'ensemble des elements 
primitifs dans le noyau de vr*. Alors les resultats de Smith, en partic- 
ulier le coroUaire |21 (rappellons que B est un 1— polyGEM 1— connexe), 
disent qu'un gradue comme module instable de H*F est isomorphe a : 

H*E//im(7r*) ® E[J:-^P/Sqo{P)]. 

Par hypothese, P = Sq^M pour certain module instable M. Par 
consequent, le module T,~^P/ Sqo{P) est une suspension. 

Soit X un element non nilpotent de H*F. Tons les elements en degre 
strictement positif de E[T,^^ P/ Sqo{P)] sont nilpotents. Supposons que 
la classe x ^ de x dans le gradue soit de la forme J2e Vt® Hi Hi 
appartenant a la i-eme puissance exterieure pour un entier i > 0. La 
classe X est done dans le terme F_j de la filtration de H*F mais pas 
dans II existe ci > tel que Sq^iy^) = pour tout i. Done 

Sq'oi^) = E ^^oiPi) ® Sq'M = 0, 

£ 

i.e., la classe de SqQ{x) est au moins dans le terme de la filtration. 

Par iteration on obtient que SqQ{x) G }i*E/ /im(7r*) pour certain entier 
k > 0, I'affirmation suit. □ 

3. La construction du contre-exemple 
Dans cette section, on va etablir le resultat principal de Particle : 

Theoreme 7. Etant donne un entier / > 2, il existe un 3-polyGEM 
stable {21 — 1)— connexe dont la cohomologie reduite modulo 2 est non 
triviale et nilpotente. 

Pour etablir ce resultat, on va proceder en plusieurs etapes. Plus 
precisement, on donne d'abord la construction des espaces X„ dont la 
"limite" Xoo est I'espace cherche. Ceci est fait dans la premiere sous- 
section. Dans la seconde on etablit les proprietes de cette construction. 
Dans la derniere on montre que I'espace X^o est un bon candidat qui 
permet d'etablir le theoreme [7| 

3.1. La construction des espaces X„. On va done construire un 
3— polyGEM stable dont la cohomologie reduite modulo 2 est nilpo- 
tente. Pour ce faire, on construit des 2— polyGEMs stables finis P„ (qui 
sont des produits d'espaces Ei de Milgram) et X„ est la fibre homo- 
topique d'une application de P„ dans un 1-polyGEM G„ : 



Xn Pn G , 
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telle que le noyau (cn tant qu'algebrc de Hopf) soit engendre par des 
cup-carres. Par construction on aura des applications Pn+i '■ X^+i 
Xn, telles que 

soit un isomorphisme pour tout entier i < 4n — 2. Ces applications 
induiront des applications g„ : X^o — * Xn, telles que 

g* : WXn — > H*Xo 



'-00 



soit un isomorphisme pour tout entier i < 4n — 2, de plus les images 
dans H*Xoo par de tons les generateurs (en tant qu'algebre) de H*X„ 
seront nilpotentes. 

L'espace cherchc est obtenu pour n = oo. la condition cherchee 
(la nilpotence de tout element en degrc strictcmcnt positif) sera 
consequence de calculs dans la suite spectrale d'Eilenberg-Moore. Les 
espaces Ei de Milgram sont les briques elementaires de cette construc- 
tion. On va proceder par recurrence sur n pour construire l'espace Xn, 
I'idee est de rendre nilpotents les generateurs (en tant qu'algebre) par 
recurrence sur le degrc. La procedure standard pour ce faire produit 
une tour (et done un systeme) de Postnikov infinie, avec les espaces 
on s'affranchit de cette contrainte. 

La construction de Xi. Pour n = 1, la construction est la suivante : 
soit Z > 2, definissons Xi — E21, Pi — E21 et Gi — *. On a la fibration 
triviale : 

Xi > Pi — ^ Gi = *, 

oil ker{f^) — {0} et oil Xi est {21 — 1)— connexe. 

Supposons la construction faite pour I'entier n. 

L'hypothese de recurrence. On va supposer que : 

(1) p* : H*X„_i — > H*X„ est un isomorphisme en degre inferieur 
ou egal a 4n — 2 ; 

(2) Pn est le produit de Pn-i par des espaces de Milgram, et les 
images des generateurs (en tant qu'algebre) de H*P„_i en degre 
n via p* o i* -,^ dans H*X„ sont nilpotentes ; 

(3) (/:)-i(^go(PH*P„)) C Sqo{Fli*Gn), ce qui implique que le 
noyau (en tant qu'algebre de Hopf) est engendre par des cup- 
carres. 

Remarques. 1. L'ensemble de ces conditions (pour tons les entiers n) 
impliquera que les images par q^_^ dans li*X^ de tous les generateurs 
en tant qu'algebre de H*X„_i sont nilpotentes. Par consequent et a 
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cause de la stabilite tout element dc dcgre strictement positif de H*Xoo 
est nilpotent. En fait I'image de x e H*X„_i, \x\ > 0, est nilpotente 
dans }i*Xn+k des que k est asscz grand. 

2. Dans la condition (3) et dans la suite /* designera aussi I'ap- 
plication restreinte aux primitifs, le contexte fera qu'il n'y aura pas 
d'ambiguites. 

3. La condition (1) est trivialement realisee pour n — 1. 

La construction de Xn+i. On suppose Xn construit, on passe a 
Si tous les generateurs de H*X„ cn dcgrc n+\ provenant de H*Pri sont 

nilpotents, on definit X„+i = X„, P„+i = P„, Gn+i = Gn, /„+i = fn- 
En particulier, et etant donnee la structure de H*£^2i, on a 

Xi = X2 — ■ ■ ■ — X4i_i = E21. 

Dans le cas contraire Pn+i sera un produit de la forme : 

pour un certain entier a. De meme Gn+i sera un produit : 

Gn X G — Gn X K2n+2 

pour le meme entier a, avec K2n+2 — K(F2, 2n + 2). 

Par exemple X^ sera la fibre de I'application de H-espaces : 

E21 X Esi — > Ksi 

determinee comme suit. La cohomologie de E21 a un generateur 
polynomial r en degre 41. Ce generateur r n'cst pas primitif mais son 
carre I'est. On considere alors I'application donnee par la classe r^ + ig; 
qui est primitive. Comme Igi est de carre nul I'image de r dans la coho- 
mologie de la fibre homotopiquc X41 est de puissance quatrieme nuUe. 
II faut systematiser cette construction. L' application 

/n+1 ■ Pn X E ^ Gn X G 

sera de la forme : 

fn+iia,(3) = {fn{a),hn{a,(3)). 
On aura done un diagramme commutatif de la forme : 

-'^n+l ^ -fn+1 — Gn+1 

(2) Pn+l 

Xn >■ Pn — Gn 

Les deux applications verticales ne portant pas de nom sont les projec- 
tions evidentes. 
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La construction de Si le noyau de chaque application /* est 
constitue de cup-carres, pour garantir la nilpotence il suffit, grace au 
lemme[T]et a la stabilite, de rendre nilpotente les images des generateurs 
polynomiaux de H*P„ dans H*X„. On va done faire une construc- 
tion qui rend nilpotente les images dans H*X„, en degre n + 1, des 
generateurs polynomiaux de H*P„ (dans le meme degre). Nous au- 
rons a distinguer deux cas selon qu'ils sont (en tant qu'element de 
H*P„) primitifs ou non. Rappelons que Ton a distingue dans H*i?m des 
elements de type r ou A. On notera done dans H*P„ 

- Xi , ■ ■ ■ ,Xk pour les generateurs primitifs ; 

- yi, - ■ ■ ,yh pour ceux qui ne le sont pas, 

dans ce dernier cas selon Milgram leurs cup-carres le sont. 
Posons alors 

p _ pX(fc+/l) 

^ _ T^x{k+h) 
•-^ ~ -'^2ri+2 

et /n+1 est defini par la formule suivante : 

fn+l : PnX E GnXG 

{a,f3) (/„(a),/i„(a,/3)) 
ou il faut definir hn '■ Pn >^ E ^ G, mais comme 

[P„ X P,G] = (h2"+2(P„ X P))"('+'\ 
il suffit de donner k + h classes de cohomologie, ce seront les 



et 



2 I - 2 I - 

2^1 + ''2n+2,l5 ■ ■ ■ ' ''2n+2,A; 



2 I - 2 I - 

Vl + ^2n+2,fc+l; ' ' ' yVh' ^2n+2,fc+?i 



qui sont toutes primitives, et done hn est une application de H-espaces 
(j2n+2,i designe le generateur correspondant a la 2— eme copie de -E2n+2)- 

3.2. Les proprietes de la construction. Verifions maintenant les 
hypotheses de recurrence pour le cas n + 1. 

Propriete 1. Du diagramme Q on deduit un diagramme de fibrations 



Fn+i > E > G 

(3) Xn+l Pn+1 ^ Gn-\ 

Pn + l 

Xn >■ Pn ^ G„ 
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De la definition de fn+i on deduit que = K^^'l^'^^ , done est (4n + 
2)— connexe et done : H*X„ H*X„+i est un isomorphisme en 
degre i tel que i < 4n + 2. □ 

Propriete 2. Si on note par Zi I'element Xi pour 1 < i < A; et I'element 

i/i-k pour k + l<i<k + h, on a ('•2fi+2,i ) = ''2n+2,i + Done 
/n+i('^L+2,j) = ^f- Done I'image de Zi dans H*X„+i est de puissance 
quatrieme nulle. 

Ces calculs montrent que tons les generateurs de H*X„ en degre 
inferieur ou egal a n + 1 provenant de H*P„ sont d'image nilpotente 
dans l{*Xn+i- De plus, a cause de la connectivite de la fibre Fn+i on 
n'a pas rajoute de generateurs en degre inferieur ou egal a 4n + 2. □ 

II reste a verifier la propriete (3). 

On considere le noyau du morphisme d'algebres de Hopf : 
Par rhypothese de recurrence pour n, on a 

ce qui implique que le noyau (en tant qu'algebre de Hopf) de /* est 
cngcndre par des cup-carres. II faut montrer la meme propriete pour 

fn+l- 

Propriete 3. On a : 

(/:+i)"'('5?o(PH*P„+i)) C 5go(PH*G„+i). 

Demonstration. Considerant la fleche sur les primitifs qui peut s'ecrire 
comme : 

: e^'^F(2n + 2) PH^G^ ^ e^'^PH*£;2„+2 PH*P„, 
et qu'on ecrira matriciellement 

'h 

Dans cette notation h designe I'application de modules instables qui 
envoie t2n+2,i vers t2n+2,i £ H*£'2„+2 et k designe I'application de mod- 
ules instables qui envoie 62^+2,1 vers zf. Soit Ui G ®i'^'^F{2n + 2) = 

PH*/r2n^2''^ tel que h{ui) G ©t+^PH*^2n+2 soit de la forme Sq^vi. 
On veut montrer que Ui = SqoWi. A cette fin, on observe que en tant 
qu'une combinaison lineaire d'elements primitifs 

E 

l<t<A;,s 



Ui= } bq '''L2n+2,t 
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est cnvoyee sur 

l<t<k,s 

et que par les proprietes de i2n+2) cette combinaison est cup-carre d'un 
element si et seulement si elle s'annule. Par consequent, pour tons t, s, 
ex(/t^s) = 2n + 2, c'est-a-dire, 

Sq^'-''L2n+2,t = Sqo{Sq^'^'''L2n+2,t) 

avec It^s = (^1, li^s)- Done on a -ui = SqoWi pour 

t^i = ^ Sq^*'n2„+2,f 

l<t<k,s 

Soit (Ml, Ms) G ©t+'T(2n + 2)0PH*G„ tel que /:+i(mi,M2) G 
®^+'^PH*E2n+2 PH*P„ soit de la forme {SqoVi, SqoV2). On a done 

/n+i(«i>'"2) = {h{ui),k{ui) + f*{u2)) 
= {SqoVi,SqoV2). 

Comme h{ui) = SqoVi, on a -Ui = SqoWi. Done 

/*(m2) = k{ui) + SqoV2 = Sqo{k{wi) + ^2) 

et le resultat decoule de I'liypotliese de recurrence. □ 

3.3. La cohomologie de Xoo . Ci-dessus, on a construit les espaces 
et chaque est la fibre homotopique d'une application fn'-Pn^ Gn- 
Par construction, on a les proprietes suivantes 

- le noyau (en tant qu'algebre de Hopf) de /* est engendre par des 

cup-carrcs ; 

- p* : WXn-i H*X„ est un isomorphisme en degre inferieur ou 
egal a 4n — 2 ; 

- pour tout generateur (en tant qu'algebre), et done pour tout 
element, x de H*P„_i en degre inferieur ou egal a n, soit x — 
in-i{x) son image dans H*X„_i, alorsp*(a;) G H*X„ est nilpotent. 

Remarquons que les elements non-nilpotents dans H*X„ peuvent ne 
pas provenir de H*P„. Soit z un tel element, dans ce cas le lemme 1 nous 
garantit que I'une de ses puissances provient de H*P„. Cette puissance 
peut alors s'exprimer, modulo un terme nilpotent, comme un polynome 
en les images des generateurs polynomiaux de H*Pn. La construction 
garantit alors que pour k assez grand I'image de z dans WXn+k est 
nilpotente. 

Par consequent, tout element de 

H*Xoo = colim„H*X„ 
est nilpotent, i.e., W^X^o est nilpotente. 
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4. Les 2-polyGEMs stables 

Dans cette section, on donne une demonstration de la conjecture 
n] pour les 2— polyGEMs stables simplement connexes. Soit X un 
2— polyGEM stable qui est la fibre homotopique d'un morphisme de H- 
espaces f : E ^ F dont E, F sont des 1— polyGEMs. On va proceder 
la demonstration en plusieurs etapes selon E et F. Rappelons d'abord 
que d'apres les resultats de Smith, on a 

(4) H*X = H*E//im(/*) ® Tor,Vker(/.)(F2, F^). 

Cas 1. On considere d'abord le cas oil E, F sont des produits d'espaces 
d'Eilenberg-MacLane K(F2,n). Soit done F = Yl^K{W2,na) et E = 
Ylf^K{¥2,m/3). Soit M = ©„F(n„) (resp. L = ©/3F(m/3)) I'ensemble des 
elements primitifs de H*F (resp. H*i?), le morphisme /* : H*F }i*E 
induit une application (note abusivement) /* : M — > L. Si on note 
Q{M) = M/A2M et Q{L) = L/A2L, on a une application induite 

Q{n:Q{M)^Q{L). 

Cas l.a. Si Q{f*) est injective, on salt que M est un facteur direct 
dans L. Done L/M est une somme directe de F{k) et 

WE//im{f*) = U{L)//U{M) = U{L/M) 

contient des elements non-nilpotents des que L 7^ M, ce qui affirme la 
conjecture HI dans ce cas d'apres la formule (jH). 

Cas l.b. Si Q{f*) n'est pas injective, alors on pent trouver (quitte 
a changer la base de Q{M)) un element in & M tel que 

f*{^n) = Sqhn-\I\, 
|/|>0 

oil ex(/) <n — 

Notons Qi les derivations de Milnor. Rappelons que I'operation Sqi 
est definie sur un module instable M par Sqix = Sq^^^~^x pour tout 

X e M. 

Lemme 2. 1. Pour tout y G A2{QoQi ■ ■ -Qn-iL-n) on a /*(y) = 0. 

2. Soit oj = QoQi ■ ■ ■ Qn~2i^n, on a f*{uj) = et si n > 2, {SqiYu 7^ 
pour tout r > 0. 

Le sous-module A2{QoQi ■ ■ -Qn-ii^n) est isomorphe a /\"'(F(1)), oil 
F(l) ^ A2U C ¥2[u] = H*BF2 (voir jT^). Le lemme implique que 
u G sub-ker(/*), puisque pour tout morphisme ip d'algebres de Hopf 
reduites primitivement engendrees, sub-ker(y9) est I'algebre de Hopf 
engendree par les elements primitifs du noyau de ip. 
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Grace au complexe de Koszul, on sait que pour que 
Tor*^|3_j^j,j.(-j,-)(F2, F2) contienne des elements non-nilpotents, il 
suffit d'avoir un element dans sub-ker(/*) sur lequel I'operation {SqiY 
ne s'annule pas pour tout r > 0. Comme u G sub-ker(/*), le lemme 
montre done que Tor*yjj_]^pj.(-j,-)(F2, F2), done H*X contient des elements 
non-nilpotents. 

Demonstration du lemme 2. En efFet, identifiant la classe it {t = n— 
|/|) avec Xi - ■ -Xt E F2[xi, ■ ■ ■ ,Xt] (voir [Ej), comme n — 1 > t le 
produit de n derivations de Milnor s'annule sur F2[xi, ■ ■ ■ , Xt] et on a 

f*{QoQl ■ ■ ■ Qn~l^n) 
= S|/|>0 QoQl ■ ■ ■ Qn-lSq Ln~\I\ 
= 0. 

De plus, 

SqoiQoQl ■ ■ ■ Qn-2t'n) = QoQl " " ' Qn-ll-n 

et I'application Sq^ est injective dans L. II en resulte que 

f*{QoQl ■ ■ ■ Qn-2'"n) = 0. 

Comme u = QqQi ■ ■ ■ Qn-2i^n s'identifie a mAm^A- ■ -Am^" ^ G /\"(F(1)), 
on a pour tout r > 0, {SqiYu 7^ 0. □ 

Cas 2. On considere le cas general 011 E, F sont des produits d'espaces 
d'Eilenberg-MacLane K(F2,n), K(Z,n) et K{Z/2^,n) {h,n > 1). On 
remarque d'abord que si on note F'(n + 1) = A2{Sq^Ln) le sous- ^2- 
module de F{n) engendre par Sq^in, on a le 

Lemme 3. 1. H*(K(Z, n)) = U{F'{n)) et H*(K(Z/2'^, n)) = W(F'(n)) O 
W(F'(n + 1)), h>l. 

2. F'{n) est le module instable librement engendre par une classe t'^ 
de degre n tel que S'g^t^ = 0. 

Demonstration. La premiere partie est due a J.-P. Serre jT2]- Alors 
la deuxieme partie est une consequence du fait que I'ensemble des 
operations qui s'annulent sur Sq^ est A2Sq^. □ 

Soit M = ©„F(n„) 0©^F'(n^) (resp. L = ©^F(m^) ©^^(m^)) 
I'ensemble des elements primitifs de B.*F (resp. }i*E). Le morphisme 
/* : H*F — i> ii*E induit une application (note abusivement) f* : M ^ 
L, et done une application 

Qin ■■ Q{M) - Q{L). 

Cas 2. a. Si Q{f*) est injective, la conjecture [T] est vraie des que 
L 7^ M. La demonstration se passe comme dans le cas l.a, on notera 
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cependant qu'on pcut avoir une situation (quitte a changer la base) du 
type 

oil Ic conoyau est F'(n + 1) qui cree des elements non-nilpotcnts. 

Cas 2.b. Si Q{f*) n'est pas injective, on pent supposer Q{f*) re- 
streinte a (5(©aF(^a)) injective, sinon on est ramene au cas traite plus 
haut. Alors on peut se ramener a une situation oil M = (B-y^'in^) et 
trouver (quitte a changer la base de Q{M)) un element M tel que 
Q{f*){i'n) = 0. II est clair que f*{i'n) ne contient aucun terme t„ car 
Sqh'^ = et Sqhn ^ 0. 

Deux cas peuvent se presenter, soit f*{i'n) contient un terme Sq^in-i 
et dans ce cas le conoyau de f* : M ^ L aura un quotient isomorphe 
a F'(n — 1). On trouve alors Tin clement non-nilpotent dans le conoyau 
des que n > 3. Si contient pas un tcl terme, un raisonnement 

analogue a celui donne plus haut pcrmct dc conclure, et de trouver un 
element non-nilpotent dans Tor*^^,_]^gj,(j*)(F2, F2). 
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